
第 33卷第 10期                              岩    土    力    学                               Vol.33  No. 10 
2012年 10月                                Rock and Soil Mechanics                                  Oct.  2012 

 
收稿日期：2011-06-08  
基金项目：国家重点基础研究发展规划“973”项目(No. 2013CB036405)；西部交通建设科技项目(No. 2011318775680)。 
第一作者简介：余东明，男，1980 年生，博士，助理研究员，主要从事路基稳定性与可靠度分析研究。E-mail: yudm80@163.com 

文章编号：1000－7598 (2012) 10－3037－06 

 

 

三轴试验抗剪强度参数值回归分析法的 
区别与修正 
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摘  要：对岩土三轴试验数据采用两种线性回归法计算所得的抗剪强度参数 c、φ 值会有差别。为了揭示这两种回归方法差

别的根本原因，深入最小二乘法线性回归的基本原理指出，按大小主应力回归的结果是最佳估值，而按 p-q 曲线回归的计算

结果不可靠，为了得到统一的结果，对后者所基于的最小二乘法进行了修正；推导了修正后的回归系数计算公式，证明了修

正后两种方法得到的结果相同，并用一组千枚岩三轴试验数据进行了验证。结果表明，修正后用这两种方法确定三轴试验抗

剪强度参数值都将得到同样的最佳无偏估值。 
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Difference and modification of regression analysis methods to  
estimate shear strength parameters obtained by triaxial test  
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Abstract: The values of shear strength parameters, c and φ, estimated by two linear regression methods from data of rock or soil 
triaxial test are different. To reveal the basic cause of differences between the two regression methods, the principle of linear 
regression based on the least square method is analyzed thoroughly. The results estimated by regressing maximum principal stress 
with minor principal stress are the best values, while the results obtained by regressing maximum shear stress with average normal 
stress are not reliable. Modification for least square method of the latter regression method is done to obtain uniform results. 
Formulas for calculating modified regression coefficients are deduced. It is proved that results by the two methods after modification 
are the same; and they are applied to calculate the shear strength parameters in triaxial tests of phyllite. The results show that to rock 
or soil triaxial test, the values of shear strength parameters calculated by the two methods after modification are also the same best 
and unbiased estimations. 
Key words: shear strength; linear regression; least square method; triaxial compression test 
 

1  引  言 

岩土的三轴压缩试验是确定岩土抗剪强度参数

黏聚力 c 和内摩擦角 φ 值的重要方法。试验直接获

得轴向破坏强度 σ1和对应的围压 σ3，分别称为大、  
小主应力，规范给出采用拟合出 σ1-σ3 最佳曲线或 
基于强度准则拟合破坏包线，再推导出 c、φ 值的方

法[1－3]。以往拟合曲线多采用手工作图形式，存在

较大随意性。为了得到较为准确的 c、φ 值，现在   
的岩土工作者倾向在试验数据的基础上采用较严谨

的数学理论进行推导或利用软件分析，以避免由于

手工作图产生的随意误差。刘善均等[4]依据破坏应

力圆与强度包线尽可能相切，基于最小二乘法推导

了求解 c、φ 值的方程组，并编制计算机程序来求  
解方程组。Zambrano-Mendoza 等[5]提出用应力圆圆

心到强度包线距离进行最小二乘法回归拟合时，应
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同时考虑破坏面正应力和剪应力的误差。陈立宏    
等[6－7]推导了两种使用线性回归理论求解 c、φ 值的

方法，指出了这两种方法不同之处并初步分析了其

原因。阮波等[8]根据非线性规划理论，应用 EXCEL
软件对三轴试验的强度包线直接进行规划求解获取

了抗剪强度参数值。本文在 Mohr-Coulomb 强度准

则的假设下，深入最小二乘法的线性回归原理，分

析了两种最常用的三轴试验 c、φ 值确定方法。揭  
示了这两种方法结果差异的根本原因，提出了一种

修正方法并从理论与实际两方面对其进行了验证。

为合理确定岩土三轴试验抗剪强度参数值提供依

据。 

2  经典最小二乘法的一元线性回归 

对样本数据(xi，yi)，若存在 yi=a+bxi+εi，并假

定： 
（1）误差 εi 是数学期望值为 0、方差不变的随

机变量，即 E(εi)=0，Var(εi)不变； 
（2）xi为非随机变量。 
则使 

2( ) mini iy a bx            （1） 

满足式（1）的 a，b 值是回归方程 y = a + bx 的回

归系数的最佳线性无偏估计量，此时： 
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其中： xx yyL L、 与 xyL 含义相同。 
这就是经典最小二乘法的一元线性回归计算方

法[9－10]。这种方法的最小二乘估算结果最为理想，

计算简单、且易于理解，已成为线性回归最常用的

方法。 

3  三轴试验抗剪强度参数的两种回归
方法 

在进行岩土三轴试验数据分析时，假设岩土的

剪切破坏强度满足 Mohr-Coulomb 准则： 

tanc                （5） 

利用三轴试验测量数据，基于线性回归的原理

求解出抗剪强度参数 c、φ 值，常采用两种方法。 
3.1  1 - 3 法 

利用破坏应力圆由式（5）可推导出 

1 3A B               （6） 

其中， 

2 cos 1 sin
1 sin 1 sin

cA B 
 


 

 
，        （7） 

岩土三轴试验直接测得试样的大小主应力 1i
和 3i ，所以可以依据线性回归原理直接对( 3i ， 1i )
数据进行最小二乘法线性回归，得到 A、B 值，再

利用式（7）可以计算出 c、φ 值。这种方法在文献

[6]中被称为“ 1 - 3 法”。 
3.2   p-q法 

注意到式（6）可以变换为 

1 3 1 3= +
2 2

C D    
          （8） 

cos sinC c D  ，           （9） 

令 
1 3 1 3

2 2
p q    
 ，        （10） 

则式（8）变为 

q C Dp               （11） 

则可以建立 p-q 坐标系统，将三轴试验测量数据对

（σ3i，σ1i）转化为（pi，qi）数据，再依据线性回归

原理对得到的（pi，qi）数据进行最小二乘法线性回

归，可以得到 C、D 值，利用式（9）也可以计算出

c、φ 值。这里的 p、q 实际上就是 3 - 1 坐标系下

破坏应力圆的圆心横坐标和半径。这种方法在文献

[6]中被称为“p-q 法”。 
3.3   “ 1 - 3 法”和“p-q法”的区别 

“ 1 - 3 法”和“p-q法”都可以应用最小二乘法进

行线性回归求出回归系数，再利用回归系数与抗剪

强度参数的关系式求解出 c、φ。还可以看出“p-q 法”
的回归方程形式是直接由“ 1 - 3 法”的回归方程形

式推导出来的。从这个意义上说，“p-q 法”和“ 1 - 3
法”求出的抗剪强度参数值应该是一样的。而文献[6]
无论从理论推导上还是从试验结果的分析上都明确

得出二者的抗剪强度参数值并不相同，文献对此进

行了分析，认为是 1 的误差导致了二者的差别，并

认为“ 1 - 3 法”的结果更为准确，但没有揭示导致

二者差别的根本原因。 
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1 和 3 是岩土三轴试验的测量值。其中 3 是

试件所受围压，是试验前设定好的值，在试验过程

中 3 的水平是受到控制的，可忽略误差认为是固定

值。而 1 是在试验过程中测量出的破坏强度值，是

无法控制的，认为其误差不可忽略，假定是数学期

望值为 0、且方差不变的随机变量，即： 

1 1

3 3

ˆ      ( ) 0 Var( )   
ˆ

i i i i i

i i

E    
 

   


 

， 不变
 （12） 

其中： 1ˆ i 为 1i 的真实估值，可以代表 1i 的真实值，

3ˆ i 的含义同 1ˆ i 。 
用“ 1 - 3 法”进行线性回归，则 

1 3i i iA B               （13） 

可以看出，“ 1 - 3 法”完全符合经典最小二乘

法线性回归的假设和形式，故“ 1 - 3 法”所得到的

A、B 估值是 A、B 真值的最佳解，因而由此推算出

的 c、φ 值也应是 c、φ 真值的最佳解。 
由式（12）可得 

1 3 1 3

1 3 1 3

ˆ ˆ
= +   

2 2 2
ˆ ˆ

= +
2 2 2

i i i i i

i i i i i

    

    

  

  


      （14） 

即， 
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此时需要回归的数据中不仅因变量的测量值 qi

具有随机误差 ξi，而且自变量的测量值 pi也具有随

机误差 ξi，即 pi也是随机变量。这违反了经典最小

二乘法进行线性回归的前提假设，即自变量观测值

为非随机变量。这时基于经典的最小二乘法进行线

性回归已经不可用。 
但“p-q 法”仍然采用经典最小二乘法进行线性

回归，实际上是强行消除自变量的误差，从式（15）
可以看出，自变量的误差与因变量的误差是等量 
的，若因变量误差不能忽略也就等价于自变量误差

同样不能忽略。强行忽略自变量误差的做法必然导

致所得到的回归系数 C、D 不是 C、D 真值的最佳

解，而由此推算出的 c、φ 值也不是 c、φ 真值的最

佳解，所以会与“ 1 - 3 法”得到的 c、φ 值不同。 
“p-q 法”回归方程的自变量含有 σ1，从而将 σ1

的测量误差引入了自变量，违反了经典最小二乘法

线性回归的基本假定，必然导致回归结果出现偏差。

这就是两种方法的根本区别，也是文献[6]中用两种

方法所得到的抗剪强度参数值不同的根本原因。而

“ 1 - 3 法”则完全满足经典最小二乘法线性回归的

假定和形式。可以认为“ 1 - 3 法”的回归结果是最

接近真实值的，得出的 c、φ 值也是最接近真实值的。

所以对三轴试验的 1 、 3 直接拟合得到抗剪强度参

数值是最合理的。 

4  对“p-q 法”的修正 

由前述的分析可以看出，“p-q 法”违反了经典 
最小二乘法线性回归的基本假定，使结果出现偏 
差。若 1 的误差可以忽略的话，无论“ 1 - 3 法”还
是“p-q 法”得到的回归系数都将是真值，两种方法的

回归方程将完全等价，此时这两种方法得到抗剪强

度参数值完全一样。但实际上 1 的误差一般不能忽

略，故从根本上说“p-q 法”利用经典最小二乘法进行

线性回归是错误的。应只考虑用“ 1 - 3 法”计算 c、
φ 值。然而在岩土三轴试验规范[1－2]中规定可利用

p-q 坐标系统分析抗剪强度参数值，故人们也习惯

于“p-q 法”。 
“p-q 法”虽然符合三轴试验结果分析的习惯，但

得到的结果有偏差，并非最佳解，甚至根本上说是

错误的，因此，必须要对其修正。结合前面的分析

可以认为，“ 1 - 3 法”得出的抗剪强度参数值是最

合理的，并且是唯一的。而“p-q 法”违反了经典最小

二乘法线性回归的基本假定，因此，若要修正“p-q
法”就是要修正（pi，qi）线性回归的方法使得从中

得到的抗剪强度参数值与“ 1 - 3 法”完全一致。 
4.1  正交最小二乘法的基本原理 

当 xi，yi均为随机变量，即： 

ˆ
ˆ

i i i

i i i

x x
y y




  
  

            （16） 

其中， ˆix 、 ˆiy 分别为 ix 、 iy 的真实估值； i i 、 相

互独立； ( ) ( ) 0i iE E   ；Var( )i   Var( )i  
对这种情况下的(xi，yi)进行一元线性回归，可

以采用 Golub 和 Van Loan 对经典最小二乘法的推

广，认为其基本依据应是使 x 方向及 y 方向的误差

总平方和最小： 
2 2ˆ ˆ[( ) ( ) ] mini i i ix x y y         （17） 

即， 
2 2ˆ ˆ[( ) ( ) ] mini i i ix x y a bx       （18） 

得到的 a、b 值，是同时考虑 x 和 y 两个方向误

差的最佳估值。这里所推广的最小二乘法被称为整
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体最小二乘法[11]，也被称之为正交最小二乘法[12]。 
4.2   修正的“p-q法”的线性回归系数 

当用 x 代替 3 ，y 代替 1 ，由式（6）、（10）
得： 

y A Bx                （19） 

 
2

2

y xp

y xq

  
 


             （20） 

由式（15）可知，pi和 qi都是随机变量，首先

违反了经典最小二乘法关于自变量为非随机变量的

前提假设；且 pi、qi这两个随机变量的误差项都是 εi，

也违反了正交最小二乘法关于自变量和因变量的误

差项要相互独立的前提假设。故既不能采用经典最

小二乘法也不能采用正交最小二乘法对（pi，qi）进

行线性回归。 
但注意到此时情况与正交最小二乘法的回归比

较接近，即自变量和因变量都是随机变量，故决定

在正交最小二乘法的基础上进行修正，提出： 
当 xi、yi均为随机变量，即 

ˆ
ˆ  

i i i

i i i

x x
y y




  
  

           （21） 

前提条件为： i 、 i 是相关联的，即二者非独立；

E(εi) = E(ξi) = 0；Var(εi) = Var(ξi)为不变值。 
对这种情况下的(xi，yi)进行一元线性回归，认

为其基本依据应是使下式成立： 
2 2ˆ ˆ[ ( ) ( ) ] mini i i ix x y y        （22） 

在式（22）中引入常数 是用来表示因 xi、yi

的误差不独立所带来的影响，暂且称为误差非独

立影响系数。若能通过 xi、yi 的误差关系求解出常

数的话，代入式（22）则可得出(xi，yi)的一元线

性回归系数。称这种方法为修正的正交最小二乘 
法。 

可以看出，（pi，qi）刚好可以满足上述提出的

修正的正交最小二乘法的前提条件，由式（15）还

可以得到 pi、qi 这两个随机变量的非独立关系是二

者的误差项完全相同。基于本文提出的修正的最小

二乘法进行（pi，qi）的线性回归的方法，本文称之

为修正的“p-q 法”。 
由式（22）可得 

2 2ˆ ˆ[ ( ) ( ) ] mini i i iS p p q q           （23） 

即， 
2 2ˆ ˆ[ ( ) ( ) ] mini i i iS p p q C Dp       （24） 

若能根据式（24）得到的 C、D 值的话，则修

正的“p-q 法”将可用于岩土抗剪强度指标的分析。 
由式（24）得： 

ˆ2 ( ) 0i i
S q C Dp
C


    


       （25） 

ˆ ˆ2 ( ) 0i i i
S p q C Dp
D


    


     （26） 

ˆ ˆ2[ ( ) ( )] 0
ˆ i i i i

i

S p p D q C Dp
p




      


 （27） 

其中， 1, 2, ,i n 　　 。 
由式（15）得： 

ˆ=
1 ˆ

i

i

p p

p p p q x y
n

  ，其中 ， ， ， 含义同前。
  （28） 

由式（25）、（26）并注意到式（28），得： 

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ( )( ) 

pq

pp

pq i i

L
D

L

L p p q q


 


    

        （29） 

其中， ˆ ˆ ˆ, , , ,pp pp pp qq pqL L L L L 含义同。 

C q Dp              （30） 

由式（27）、（28）、（30）得： 
2 ˆ ˆ( )( ) ( ) ( )i i iD p p p p D q q        （31） 

由式（31）可得： 

2
ˆ( ) pp pp pqD L L DL          （32） 

2
ˆ( ) pq pq qqD L L DL          （33） 

2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) pp pp pqD L L DL          （34） 

由式（31）～（33）及（28）得： 

2 ( ) 0pq pp qq pqL D L L D L        （35） 

可得 
2 2( ) 4

2
qq pp pp qq pq

pq

L L L L L
D

L
     

  （36） 

由式（30）、（31）可得 

2ˆ ( )i i i i
Dp p q C Dp

D
   


   （37） 

2ˆ ( )i i i iq q q C Dp
D



   


   （38） 
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由式（15）知 pi、qi误差项相等，结合式（36）～
（38）可得 

pq qq

pp pq

L L
D

L L





            （39） 

则 

  pq qq

pp pq

L L
D

L L
C q Dp

 
  

  

          （40） 

式（30）即为修正的“p-q 法”的线性回归系数，

再利用式（9）就可得到 c、φ 的最佳估值。 
4.3  修正的“p-q法”与“ 1 - 3 法”等效 

修正的“p-q 法”得出的 c、φ 如果是真值的最佳

估值的话，那么它们应与“ 1 - 3 法”得出的 c、φ 估

值完全一致，即无论采用何种方法，c、φ 最佳估值

只有一组。若修正的“p-q 法”与“ 1 - 3 法”等效，则

由式（7）、（9）可得： 
2

1
CA
D




             （41） 

1
1

DB
D





             （42） 

故若能证明“ 1 - 3 法”的回归系数 A、B 值与修

正的“p-q 法”的回归系数 C、D 值满足式（41）、（42），
则即证明了修正的“p-q 法”和“ 1 - 3 法”等效。 

由式（39）可得 

1
1 2

pp qq

pp pq qq

L LD
D L L L




  
       （43） 

注意到式（29），由式（20）可得： 

1 ( 2 )
4
1 ( 2 )   
4
1 ( )
4

pp yy xx xy

qq yy xx xy

pq yy xx

L L L L

L L L L

L L L

   

   



  

     （44） 

需要注意的是，这里 x = 1 ，y = 1 。 
将式（44）代入（43）可得： 

41
1 2( ) 2( )

xy xy

yy xx yy xx xx

L LD
D L L L L L


 

   
 （45） 

对式（19）利用经典的最小二乘法进行回归，

由式（2）可得 
xy

xx

L
B

L
                （46） 

由式（45）、（46）可知，式（42）成立，同理

可证式（41）也成立。故修正的“p-q 法”与“ 1 - 3 法”
是等效的得证。修正的“p-q 法”得出和“ 1 - 3 法”同
样的 c、φ 值，它们是最合理的估值。 

5  计算实例 

四川省某拟建隧道围岩主要为千枚岩，对其进

行室内三轴强度试验，取天然含水状态下的一组三

轴试验数据，如表 1 所示。 
分别采用“ 1 - 3 法”和修正的“p-q法”确定抗剪

强度参数 c、φ 值。 
 

表 1  天然状态下千枚岩三轴强度试验数据 
Table 1  Triaxial test data of phyllite  

under natural state  

试件编号 围压3/MPa 轴向强度 σ1/MPa 

1 0 10.78 

2 20 156.23 

3 40 318.54 

4 60 264.16 

 
（1） 1 - 3 法 
由式（2）、（3）可得 B=4.61，A=49.06，则回

归方程为 
1  4.61 3  49.06 

将 A、B 值代入式（7），求解可得：c = 11.42 MPa，
φ = 40.06º。 

（2）修正的“p-q 法” 
由式（40）可得 D = 0.64，C = 8.74，则回归方

程为 
q = 0.64p + 8.74 

将 C、D 值代入式（9），求解可得：c= 11.42 MPa，
φ = 40.06º。 

可以看出“ 1 - 3 法”和修正的“p-q法”计算出的

抗剪强度参数值完全一致。 

6  结  论 

（1）从本质上揭示了两种线性回归方法得出的

三轴试验抗剪强度参数值不一致的原因。指出“p-q
法”由于自变量为随机变量，违背了经典最小二乘法

线性回归的基本假定，因而得到的结果不可靠；而

“ 1 - 3 法”则完全满足经典最小二乘线性回归法的

假定和形式，所得出的结果是真值的最佳估值。 
（2）参考正交最小二乘法的原理，对“p-q 法”

提出修正的最小二乘法形式。使“p-q 法”的自变量和

因变量同为随机变量、且误差项不独立的前提条件

在修正的最小二乘法中得到满足。称之为修正的
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“p-q 法”并推导了修正后的回归系数。从理论上证明

了修正的“p-q法”与“ 1 - 3 法”得到的抗剪强度参数

值完全一致，给出的一个实际算例也验证了这两种

方法得到的 c、φ 值相同。 
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